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Resumen
En 1999 Nina Virchenko considero´ la generalizacio´n τ de la funcio´n hiper-
geome´trica de Gauss 2R1(a, b; c; τ ; z) con un conjunto de fo´rmulas de recu-
rrencia y de diferenciacio´n. En este trabajo se evalu´an algunas integrales in-
definidas que contienen a la funcio´n hipergeome´trica generalizada y algunos
casos paticulares.
Palabras claves: funcio´n hipergeome´trica generalizada, relaciones de recu-
rrencia, integrales indefinidas.
Resumo
Em 1999, Nina Virchenko considerado um generalizac¸a˜o da func¸a˜o hiper-
geome´trica Gauss 2R1(a, b; c; τ ; z) com um conjunto de fo´rmulas recorreˆncia e
1 MSc en Matema´tica aplicada, jacas68@yahoo.es, profesor, GIMA, Universidad de la
Guajira, Riohacha–Colombia.
2 PhD, ledagalue@hotmail.com, profesor jubilado, CIMA, Universidad del Zulia, Mara-
caibo–Venezuela.
Universidad EAFIT 45|
Algunas integrales indefinidas que contienen a la funcio´n hipergeome´trica generalizada
diferenciac¸a˜o. Este trabalho avalia algumas integrais indefinidas que conte´m
a func¸a˜o hipergeome´trica generalizada e alguns casos especiais.
Palavras chaves: func¸a˜o hipergeome´trica generalizada, relac¸o˜es de recorreˆncia,
integrais indefinidas.
Abstract
In 1999 Nina Virchenko have considered the τ -generalization of Gauss hy-
pergeometric function 2R1(a, b; c; τ ; z) with a set of recurrence relations and
differentiation formulas. In this paper is obtained some indefined integrals
associated with the generalized hypergeometric function and some particular
cases.
Key words: generalized hypergeometric function, recurrence relations, in-
defined integrals.
1 Introduccio´n
Un gran nu´mero de funciones especiales pueden ser representadas en te´rminos
de series hipergeome´tricas y series hipergeome´tricas confluentes. Las series
hipergeome´tricas en una y varias variables, aparecen naturalmente en una
variedad de problemas en matema´tica aplicada, estad´ıstica, investigacio´n de
operaciones, f´ısica teo´rica y ciencias de la ingenier´ıa [1, 2, 3]. Mathai y Saxe-
na [3, 4] presentaron varias aplicaciones de las series hipergeome´tricas en una
y varias variables en la solucio´n de problemas de estad´ıstica y ciencias f´ısi-
cas. Kalla y colaboradores [5] usan funciones hipergeome´tricas para estudiar
nuevas funciones de probabilidad que generalizan las existentes.
En 1999 N. Virchenko [6] considero´ una generalizacio´n de la serie hiper-
geome´trica de Gauss de la forma
2R
τ










donde a, b, c son nu´meros complejos, τ ∈ R, τ > 0, c 6= 0,−1,−2, . . . ; |z| < 1.
Si τ = 1 en (1),
2R1(a, b; c; 1; z) = 2F1(a, b; c; z), c 6= 0,−1,−2, . . . ; |z| < 1 .
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Esta funcio´n tiene la representacio´n integral





tb−1(1− t)c−b−1(1− ztτ )−adt ,
Re(c) > Re(b) > 0 .
Posteriormente, en el 2008, J. Castillo [7, 8] presento´ la representacio´n
para la funcio´n 2R1(a, b; c; τ ; z)
























+ 1; z) , (2)
τ > 0, Re (c) > Re (b) > 0 .
En este trabajo se evalu´an algunas integrales indefinidas que contienen a la
funcio´n hipergeome´trica generalizada, las cuales generalizan a las existentes.
2 Algunas integrales indefinidas que contienen a la funcio´n
2F1(α, β; γ; z)
En la actualidad se tienen muchos resultados que involucran a la funcio´n hi-
pergeome´trica de Gauss, entre los cuales esta´n las integrales indefinidas aso-
ciadas a dicha funcio´n, e´stas han sido calculadas por diversos investigadores,
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3 Algunas integrales indefinidas que involucran a la generali-
zacio´n τ de la funcio´n hipergeome´trica de Gauss
En esta seccio´n se presentan tres casos diferentes de integrales indefinidas
que involucran a la funcio´n 2R1(a, b; c; τ ; z), tambie´n se presentan los casos
particulares asociados a los mismos. Adema´s, se usa con frecuencia (2), lo
que facilita obtener las condiciones de validez de cada integral.
3.1 Integrales de la forma
∫
zα 2R1(a, b; c; τ ; z)dz
3.1.1 Calcular la integral I =
∫



























+ 1; z)dz ,
Re c > Re b > 0 .
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Teniendo en cuenta la convergencia absolula de la serie, se intercambia la



























+ 1; z)dz .












































+ 1− j; z) .
Este resultado aplicando nuevamente (2) equivale a
∫





(−1)j+1 Γ (b− τj) zn−j+1
(n− j + 1)! (a− j)j Γ (c− τj)
×
2R1(a− j, b− τj; c− τj; τ ; z) , (7)
Re c > Re b > 0, c− τj 6= 0,−1,−2, . . . ; |z| < 1 .
Si τ = 1 y n = 0 en (7), se obtienen respectivamente (3) y
∫
2R1(a, b; c; τ ; z)dz =
Γ (c) Γ (b− τ)
(a− 1) Γ(b)Γ (c− τ)
2R1(a−1, b− τ ; c− τ ; τ ; z) , (8)
Re c > Re b > 0, c− τ 6= 0,−1,−2, . . . ; |z| < 1 .
Si τ = 1 en (8), se obtiene el resultado conocido [9, pa´g. 44, No. (1.15.1.5)].
3.1.2 Calcular la integral I =
∫
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Re c > Re b > 0 ,
donde se ha intercambiado el orden de la integral y la sumatoria.
Usando (4) para evaluar la integral, y aplicando (2)∫





(n− j + 1)! (a− j)j
2R1(a− j, b; c; τ ; z) , (9)
Re c > Re b > 0, c 6= 0,−1,−2, . . . ; |z| < 1 .
Si τ = 1 y n = 0 en (9), se obtienen respectivamente (4) y∫
za−2 2R1(a, b; c; τ ; z)dz =
za−1
(a− 1)
2R1(a− 1, b; c; τ ; z) . (10)
Si τ = 1 en (10), se tiene un resultado conocido [9, pa´g. 44, No. (1.15.1.6)].
3.1.3 Calcular I =
∫
zc−12R1(a, b; c; τ ; z
τ )dz. Usando la expansio´n en se-
rie de la funcio´n 2R1(a, b; c; τ ; z












Teniendo en cuenta la convergencia absolula de la serie, se intercambia la






(a)k Γ (b+ kτ)









2R1(a, b; c+ 1; τ ; z
τ ) , (11)
donde a, b, c son nu´meros complejos, τ ∈ R , τ > 0, c 6= −1,−2, . . . , |zτ | < 1.
Si τ = 1 en (11), se obtiene el resultado conocido [9, pa´g. 44, No. (1.15.1.7)].
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3.1.4 Calcular I =
∫
zc+n−1 2R1(a, b; c; τ ; z
τ )dz Usando la fo´rmula gene-
ralizada de integracio´n por partes∫
f (n) (x) g (x) dx = f (n−1) (x) g (x)− f (n−2) (x) g′ (x) + f (n−3) (x) g′′ (x)−
···+ (−1)n
∫
f (x) g(n) (x) dx








2R1(a, b; c + 2; τ ; z
τ ) + · · ·+
(−1)n n (n− 1) . . . 2,1
c (c+ 1) . . . (c+ n− 1) (c+ n)




zc+n−1 2R1(a, b; c; τ ; z




(n− j + 1)! (c)j
2R1(a, b; c+j; τ ; z
τ ) ,
(12)
donde a, b, c son nu´meros complejos, τ ∈ R , τ > 0, c 6= −1,−2, . . . ; |zτ | < 1.
Si τ = 1 en (12), se obtiene [9, pa´g 44, No. (1.15.1.4)].
3.2 Integrales de la forma
∫
(1− z)n 2R1(a, b; c; τ ; z)dz































Re c > Re b > 0 ,
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+ 1− j; z) .
En virtud de (2) se obtiene
∫





Γ (b− jτ) (1− z)n−j+1
(n− j + 1)! (a− j)j Γ (c− jτ)
×
2R1(a− j, b− jτ ; c− jτ ; τ ; z) , (13)
Re c > Re b > 0, c− τj 6= 0,−1,−2, . . . ; |z| < 1 .
Si τ = 1 en (13), se tiene [9, pa´g. 44, No. (1.15.2.3)].
3.3 Integrales de la forma I =
∫
zα (1− z)β 2R1(a, b; c; τ ; z)dz
3.3.1 Calcular I =
∫


























+ 1; z)dz , (14)
Re c > Re b > 0 ,







































(n− j + 1)! (a− j)j
2R1(a− j, b; c; τ ; z) , (15)
Re c > Re b > 0, c 6= 0,−1,−2, . . . ; |z| < 1 .
Si τ = 1 en (15), se obtiene (6).
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3.3.2 Calcular I =
∫
zc−1 (1− z)n 2R1(a, b; c; τ ; z
τ )dz. Usando la fo´rmula








(1− z)n−1 2R1(a, b; c+ 2; τ ; z
τ )+
· · ·+
n (n− 1) . . . 2,1 zc+n
c (c+ 1) . . . (c+ n− 1) (c+ n)




zc−1 (1− z)n 2R1(a, b; c; τ ; z




(n− j + 1)! (c)j
×
2R1(a, b; c + j; τ ; z
τ ) , (16)
donde a, b, c son nu´meros complejos, τ ∈ R , τ > 0, c 6= −1,−2, . . . ; |zτ | < 1.
Para τ = 1 en (16) se tiene
∫





(n− j + 1)! (c)j
×
2F1(a, b; c + j; z)
c 6= −1,−2, . . . ; |z| < 1 .
que es un resultado conocido [9, pa´g 45, No. (1.15.3.5)]
4 Conclusiones
1. Es posible obtener fo´rmulas computables para las integrales indefinidas
asociadas con la funcio´n hipergeome´trica generalizada.
2. Los resultados que se obtuvieron generalizan a los existentes en la bi-
bliogaf´ıa especializada.
3. Adema´s de la integrales presentadas en la seccio´n 2, existen otras rela-
cionadas con cada caso; so´lo que no es fa´cil encontrar una forma compu-
table para la dichas integrales
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